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Sucinové magicke Stvorce a kocky

Marian Trenkler

Abstract: (Multiplicative magic sguares and cubes.) A multiplicative magic square is a square
matrix containing different natural numbers such that the product of the numbers along every row,
column and two diagonals is the same. A multiplicative magic cube is defined in asimilar way. In
this paper we give several ways to construct multiplicative magic squares and cubes. We end this
paper by stating some original problems.

Magické &vorce fascinuja l'udi uz mnoho storo€i. V 17. storo¢i sa za€ali udovat ma-
gickékocky. (V citovang literatlre Citatel ngjde viac informacii o magickych Stvorcov aich
zovSeobecneniach.) Mdzeme si polozit otazku, ¢i existuju podobné tabulky €isel, v ktorych
podmienkarovnakych siiétov &isel v kazdom riadku, stipci anakazdej diagonaleje nahradena
podmienkou rovnakych sicinov. V tomto pripade vsak vynechame predpoklad, Ze vaetky Cisla
tabul'ky tvoria aritmetick( postupnost. Na obrazku 1 si tri Stvorcove tabulky 3 x 3,4 x4 a
5 x 5, v ktorych sl umiestnené navzgom rdzne prirodzené Cisla tak, Ze siicin Cisel v kazdom
riadku, stipci aj naoboch diagonalachjerovnaky. V prvej tabulkestcin &isel v kazdom riadku,
stipci aoboch diagonalach je 215 = 32 768, v druhej 7! = 5 040 aV tretej 9! = 362 880.
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Obrézok 1

Sicinovy magicky Stvorec radu n je 2-rozmernatabulkan x n (Stvorcovamaticaradu n)
My = [mn(i,j); 1<i,j<n,

ktora obsahuje n? navzjom roznych prirodzenych Gisel tak, Ze sicin &isel v kazdom riadku,
stipci a na oboch diagonalach je rovnaky. Tento sG&in nazyvame magicka kon&anta M,
aoznatujeme symbolom o(Mp).

Aj ked o magickych &vorcoch bolo napisanych mnoho prac, podobné tvrdenie neplatii
o sli¢inovych magickych Stvorcoch. Pravdepodobne prvé (vahy o ich existencii si v kni-
he Arithmetica Integra vydangj v roku 1544 znamym nemeckym matematikom a teolbgom



Michaelom Stifelom (1486 —1567), ktory sapredavil svojou predpovedou koncasveta. Jednou
z méla préac venovanych sicinovym magickym stvorcom je [2].

V tomto prispevku sa zaoherame si€inovymi magickymi Stvorcami aich trojrozmernymi
analogiami. Ked sa matematik zatina zaoberat' sii¢inovymi magickymi Stvorcami, potom si
mdze pol ozit nas edujlce otazky:

1. Pre aké hodnoty parametran existuje sli€inovy magicky Stvorec radu n?

2. Akaje najmensa magicka konstanta pre dan(i hodnotu n?

3. Kol'ko je navzajom rdznych si¢inovych magickych Stvorcov s danou magickou kon&tan-
tou?

Ked s pozorne pozriete si¢inovy magicky Stvorec radu 3, ktory je na obrazku 1 a uvedo-
mite s, Zze magicky Stvorec radu n existuje pre vetky n # 2, potom odpoved na prv( otazku

je zreima. Ak kazdé ¢islo m magického &tvorca radu n nahradime ¢islom 2™, tak dostaneme
2
sti€inovy magicky Stvorec radu n s magickou konStantou 2 "5 K tomuto poznaniu dospel

uz franclizsky matematik afilozof Blaise Pascal (1623 —1662). S jeho menom saspgjanielen
zavedenie matematickych symbolov pre umocriovanie a odmochovanie, ae g &tvorec M3,
ktory je na obrazku 1. Vo veobecnosti odpoved na druh(i otazku zatial' nepozname. V praci
[2] je (rozborom vaetkych moznosti) dokazané, Ze najmensia mozna magickakonstanta slici-
nového magického Stvorcaréadu 4 je 7!. Pre iné hodnoty parametra n pravdepodobne nebola
publikovana miniméana hodnota o(M,,). Nazdavame sa, Ze odpovedou na tretiu otdzku sa
matematici este nezaoberali.

V dal&g Casti sa zaoberame otazkou, ako vytvorit sli€inové magické stvorce s mensou
2
magi ckou kon&tantou ako 2 ) aako vznikli stvorce naobréazku 1. V préaci [9] je uvedena

konstrukcia magickych Stvorcov neparneho radu z dvojice ortogonalnych latinskych Stvor-
cov. Scinovy magicky stvorec My, = |mn(i, j)| rédu n pre vsetky nepérne cislan zostrojime
pouzitim vzorca (symbol X (mod n) oznaCuje nezporny celoCiselny zvysok Cisla x po
deleni ¢isom n)

m(la J) = Q(i_j+%) (mod n) .3(i+j—%3) (mod n)
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Obrazok 2

Na obrazku 2 je dvojica ortogonanych latinskych stvorcov a z nich vytvoreny slicinovy
magicky Stvorec M. Jeho magicka kondtanta 6(M3) = (2- 3)3 = 216 je podstatne mendia
ako magickakonStanta stvorcaradu 3 naobréazku 1. PretoZe najednej z diagoné oboch latin-
skych tvorcov sl rovnaké Cida, podobnym spdsobom nevytvorime Stvorec rédu 3 s menSou
magi ckou konStantou. SU¢inové magickéstvorce M4, aM 5, ktoré sl naobréazku 1, boli zostro-
jenéinou metbdou. V poslednych desatroCiach sazatali Studovat' diagonalnelatinské Stvorce,



ktorémaj(i (nielen v riadkoch astipcoch) & naoboch diagonalach &isla0,1,2,...,n— 1. Kon-
&rukcia &tvorcov My a M5, vychadza z dvojice ortogonanych diagonanych latinskych
&vorcov. Stvorec M, (na pravej strane obréazku 3) dostaneme, ak v prvom latinskom &tvorci
postupnenahradimecida0, 1,2,3 ¢isami 1,2,3,4, vdruhom€idami 1,5,6, 7 aCisav prisus
nych polickach navzg om vynasobime. Podobnym spdsobom sme zostrojili f M5 z dvojice
ortogonénych latinskych Stvorcov rédu 5. V prvom &tvorci sme pri substitlcii pouZili Cida
1,2,3,4,6 avdruhom1,5,7,8,9 (pri substitlcii smemuseli reSpektovat fakt,ze3 x 8 =4 x 6.)

03|12 01231 1-114:6|2-7|3-5
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Obrazok 3

Podobnym sposobom mbdzeme zostrojit sicinové magické Stvorce vySSich radov tak, ze
ngdeme dvojicu ortogonanych diagonanych latinskych Stvorcov a vhodnl substitliciu. Vo
vSeobecnosti kon&rukciatakychto dvojiclatinskych Stvorcov niejejednoducha. V [5] je doka
zang, Ze dvojicaortogonanych diagonalnych latinskych Stvorcov existuje pre vaetky hodnoty
n#2,3,6,10,14,15,18,26. PouZitim modifikéacii konstrukcii z préc [7, 9] a kon&rukEnych
krokov z tejto prace mdzeme urobit jednoduchy program pre pocitag, ktory vytvori sicinovy
magicky Stvorec radu n pre vsetky n # 2.

V poslednych rokoch boli publikované jednoduché algoritmy na vytvaranie magickych
kociek. Stadium magickych kociek nas priviedio k nasledujlcej definicii.
Si¢inova magicka kocka radu n je 3-rozmerna tabulka n x n x n (3-rozmerna matica
radu n)
Qn = lan(i, j,k);  1<i,j,k<n],

ktora obsahuje n® navzajom roznych prirodzenych Cisel tak, Ze sigin n-tice Gisel v kazdom
riadku, stipci, trame a na kazdej diagonale (n-tica prvkov na telesovej uhloprietke kocky)
je rovnaky. Tento siCin nazyvame magicka konstanta a oznatujeme symbolom o(Qn). Na
obrézku 4 je nakreslena sicinova magicka kocka Qs s magickou konstantou 0(Q3) =
= (2-3-5)® = 27 000. Prvok qs(1,1,1) = 18 sa nachadza v riadku {18,20,75}, v stipci
{18,300,5}, natrame {18,60,25} anadiagonée {18,30,50}.
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Obrazok 4



V dal%ej Easti lovom riadok rozumiemenielen riadok, ale g stipec atram magickej kocky.
Mdzeme si polozit anal ogické otazky, aké sme sformulovali pre sicinové magické Stvorce.
Odpovede na ne zatial neboli publikované a budl (pravdepodobne) predmetom skmania.

Z existencie magickej kocky radu n # 2 vyplyva gl existencia sicinovej magickel kocky
rovnakého rédu. Ak pozname konstrukciu magickej kocky Sp = |sn(i, j,k); 1 <i,j,k < n|
radu n, tak pouzitim Pascalovej idey 'ahko zostrojime sti¢inovi magick( kocku

Qn = |an(i, j,k) = 2501011 < j k< n|

s magickou kon&antou 6(Qp) = 2@. PretoZe toto ¢islo je velmi velké, v dalsg Cadti
uvedieme kondtrukcie, ktoré vedl k si€inovym magickym kockam s podstatne menSou ma-
gickou kongtantou.

Sucinovl magick kocku Qn = |an(i, j,K);1 <'i,j,k < n| radu n s menSou magickou
kon&tantou o( Q) zostrojime pouzitim nasledujicich vzorcov, pricom rozlisujemetri pripady
(nneparne, ak n je parne, tak rozlisime, ¢i nje alebo nieje delitelné gj ¢islom 4.) Vo vzorcoch
pouZivame nasledujlice oznafovanie: X=n+1—X, X* =min{x,X} a |m| jedolnacelacast
Cisdam.

1. Ak n je neparne Cido (symbolicky n =1 (mod 2)), tak si¢inovi magickd kocku
neparneho radu zostrojime nasledu;jicim vzorcom

Qn(i, J,k) — 2(i7j+k71) (mod n) | 3(i7j7k) (mod n) | 5(i+j+k72) (mod n) (1)

Poznamka. Ak n nie je delitel'né ¢islom 3, tak nielen v kazdom riadku, ale g na kazdej
diagondle Qn zostrojengj pouzitim (1) nachadza prave jedno ¢islo, ktoré je delitelné z
tou a nie je delitelné (z+ 1)-mocninou €isla 2 (3, respektive 5). Magick( si¢inovi kocku
Qn s men3ou magickou kon&tantou a(Qp) dostaneme, ak vo vztahu (1) nahradime kladné
mocniny &isa3 &isami (2B+1) preB=1,2,...,n—1amocniny 5Y &idami (2n+42y—1)
prey=1,2,...,n—1. Naobrazku 5 je pat vrstiev kocky Q5. (Inou ndhradou mdzeme ziskat'
g kocku Q5 s menSou magickou konstantou.)
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1. vrstva 2. vrstva 3. vrstva

680| 48| 11| 234|420| |112| 55| 78| 60|1224
12| 88|1872| 105|170| [440|624| 15(306| 28
221468| 840|1360| 3| |156|120|2448| 7| 110
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4. vrstva 5. vrstva
Obrazok 5



2. Ak njedditelnédyrmi (n=0 (mod 4)), tak

N 9i-1) 3(i-1) (k1) &k F(i,j,k =1
an(i, j,k) = {2(71)'3(71)_5&1) ak (i,j,k) =0 2

kde

IF(i,j,k):(i+L2iT_1J+j+L2jn—_1J+k+L$J) (mod 2).

Poznamka. V [10] je dokézané, Ze (suctovl) magickl kocku Sy = |sn(i, j,k)| raddu n =0
(mod 4) mdZeme zostrojit pouzitim nasledujtceho vzorca

- i-1)n+(j—1)n+k &k F(,j 1
S“("J’k):{(i‘-1)n2+(T—1)n+R ak F(i,j,k) =0 3

Pouzitim (3) mdzeme zostrojit kocku Qp s este menSou magickou konStantou o(Qp).
Prisludn(i metddu demonatrujeme na nasl edujicom priklade. Naobrazku 5 sl Styri vrstvy ma-
gickel kocky S, zostrojenej pouzitim vzorca (3), pricom vaetky ¢islasi zmenSené o jednotku
a sl vyjadrenév dvojkove sistave.

000000 | 111110| 111101000011 | (101111 |010001 | 010010 | 101100
111011 | 000101 | 000110 | 111000 | |010100 | 101010 101001 | 010111
110111 | 001001 | 001010 | 110100| |011000 | 100110 | 100101 | 011011
001100 | 110010 | 110001 | 001111 | |2100011|011101 | 011110 | 100000

1. vrstva 2. vrstva

011111 | 100001 | 100010 | 011100 | (110000 | 001110 |001101 | 110011
100100 | 011010 | 011001 | 100111 | |001011 | 110101 | 110110 | 001000
101000 | 010110 | 010101 | 101011 | |000111 | 111001 | 111010 | 000100
010011 | 101101 | 101110 | 010000 | |111100 000010 | 000001 | 111111

3. vrstva 4. vrstva
Obrazok 6

Ked si pozornepozrietetento obrazok, potom zistite, Ze v kazdej &tvorici ¢isel nachadzaj -
cich sav l'ubovol'nomriadku alebo diagonaleplati, Ze naich z-tgj pozicii,z=1,2,...,6,sana
chadzaji prave dvejednotky adve nuly. Tento fakt vyuzijemev konStrukcii. Ak bybsbs ... bg
jevyjadreniecislas,(i, j,k) zmenSenéo 1 v dvojkovej sistave, tak

as(i, j, k) = 2P13P24P3 5P 7P5gbs
MnoZinu Cisel {2,3,4,5,7,9} sme zvolili tak, aby neobsahovala dve neprazdne podmnoziny

Cisal, ktorych siciny sU rovnaké. Magicka konstanta kocky Q4 na (obrézku 7) je0(Q4) =
= (2-3-4-5-7-9)2 =57 153 600.



118401080 63| [2520| 27| 21| 40
1512| 45| 35| 24 15| 56| 72| 945
1890 36| 28| 30 12| 70| 90| 756

20| 42| 541260 126|540 | 420 2

1. vrstva 2. vrstva

3780| 18| 14| 60 6(140(180| 378
10| 84| 108|630 2521270210 4
8(105| 135|504 315|216 | 168 5

189|360| 280| 3 120 7| 9]|7560

3. vrstva 4.vrstva
Obrazok 7

PretoZe binarne vyjadrenie prvkov (zmengenych o 1) magickej kocky Sn, spifiapodmienky
o rovnakych poctoch jednotiek a nll na odpovedaj icich miestach, uveden( konstrukciu mo-
Zeme zovSeobecnit prevsetky n=0 (mod 4).

3. Aknjepaneaniejedelitenéstyrmi (n=2 (mod 4)), tak
an(i, j,K) = 74 qn (%, 7, k) (4)
kde s pouZité oznaCeniaa matica d (u, v), ktoré boli zavedenév [7].

V tomto prispevku sme uviedli konStrukcie sii¢inovych magickych stvorcov a kociek.
Podrobny popis konStrukcii a dokazy spravnosti sl v préci, ktora je pripravovanado tlace.
Aj ked mnohi sa domnievajl, Ze v matematike nie je o skimat, tento prispevok je dokazom
toho, Ze tomu tak nie je a ostava este vel'a zaujimavych problémov pre zaujemcov o pracu
v matematike. Mnohi z nas hladaji namety pre svoju diplomovi alebo rigoréznu pracu.
S magickymi Stvorcami sa Ziaci stretavaj( uz v trefom rocniku zakladnej 3koly. S vhodnymi
Ulohami o sl¢inovych magickych $tvorcoch by sa mohli stretn(t, ked sa bud( ugit o roz-
kladoch €isel na prvocisla alebo o logaritmoch. Tato praca by mohla byt podmetom, pre
vytvorenie vhodnej série tloh. Ako priklad uvadzame niekol'ko netrivialnych Gloh.

1/2.(1.(15 1 20
2.110| 4| 6 10 3
200 .1.8] 2 14 18
12| .| 5|28 6 28
Obrazok 8 Obrazok 9

Uloha 1. V tabul'ke na obrazku 8 nahradte bodky &islicami tak, aby sginy &isel v kazdom
riadku, stipci a oboch diagonalach boli rovnaké.

Uloha 2. Do prazdnych policok tabulky na obrazku 9 doplite navzajom rozne cisla tak, aby
sGginy &isel v kazdom riadku, stipci a oboch diagonalach boli rovnaké.



Uloha 3. Existuje si&inovy magicky &tvorec taky, ze g siéet &isel, v kazdom riadku, stipci a
oboch diagonalach je rovnaky ?

Uloha 4. Existuje sicinovy magicky Stvorec radu 3 s menSou magickou konstantou ako
&vorec, ktory je naobrazku 2?

Uloha 5. Zostrojte vietky navzajom rozne siiéinové magické &vorce radu 3 a magickou
konStantou 216.

Uloha 6. Dokéazte, e existuje nekonetne vel'a siiéinovych magickych &vorcov radu 3.
Uloha 7. Existuje si&inovy magicky &vorec, ktory sa sklada z &isel tvoriacich aritmetick(
postupnost ?

Uloha 8. Na zaklade uvedenych kon&trukcii, urobte algoritmus na vytvaranie si&inovych
magickych Stvorcov akociek.

Uloha 9. Viytvorteinternetovskeé stranky venované siiéinovym magickym &vorcom akockam.
(Koncom roku 2001 takato stranka neexistovala.)

Dalo by sasformul ovat eSte mnoho podobnych tloh ato nielen &tvorcoch, ale g o kockach.
Mdzeme sa venovat g inym magickym obrazkom. Zaujimavé si si€inové magické hviezdy
(vid [12]), o ktorych doposial’ nebolo ni¢ publikované. Koncom 19.storocia (vid [1, str.351])
sa matematici za€ali zaoberat' 4-rozmernymi magickymi kockami. Neskor boli publikované
préce g o viacrozmernych magickych kockach Az v roku 2000 bola publikovanapraca[10],
ktor& podava konstrukciu magickej p-rozmerngj kocky rédu n pre vsetky p > 1 an # 2.
Podobne mbZeme uvaZovat o existencii sicinovych magickych p-rozmernych kockach pre
l'ubovol'né prirodzené €ido p. Publikované konstrukcie umoziuj experimentovat' so sUci-
novymi magickymi p-rozmernymi kockami gj v priestoroch vySich rozmerov.

Matematik k svojg praci potrebuje, nielen ceruzku a papier, ae g dostatok informéa
cii. Niekedy v3ak staCi sadn(t s k poCitaCu a zaCat' surfovat’ po Internete. Takto ziskate
mnozstvo zaujimavych materidlov pre svoju pracu. Napriklad: knihy [4, 8] s pristupné
v elektronickeg verzii na strankach Cornell University Library — Math Book Collection
(http://cdl.library.cornell.edu/cdl -nmath-browse. ht M ). Natomto ser-
veri je pritupnych viac ako 500 starych matematickych knih. Praca [9] je uvedenav PDF-
forméte na stranke ht t p: / / waw. mt a. or g. uk/ eb/ ng/ ng084a. pdf . Musime v&ak
upozornit nato, Ze ob¢as sl (ngjma na strankach matematikov-amatérov) uvedené nespravne
tvrdenia. Napriklad, vzorce na vytvaranie p-rozmernych magickych kociek, ktoré mozete
ngjst na dvoch internetovych strankach sii chybné. Avsak, ani to, ze prace bola publikovana
v znamom matemati ckom ¢asopise nieje zarukou toho, Zeje spravna. Prikladom publikovania
chybného tvrdeniaje [6].
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